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Purpose: The current paper tries to determine the type of returns to scale in a decision-making unit under the condition that 
integer-valued inputs or outputs are present. 

Methodology: This paper introduces radial models for determining the value and type of Returns to Scale (RTS) in 4 scenarios, 
including single integer-valued input – single real output (scenario one), mixed inputs – exclusively real outputs (scenario two), 
exclusively integer-valued inputs – exclusively real outputs (scenario three), and exclusively integer-valued inputs – exclusively 
integer-valued outputs (scenario four); in each scenario, the values of the left RTS and right RTS are determined, and the RTS 
type is then determined on that basis. Finally, by presenting three examples based on two scenarios, namely single integer-
valued input – single real output and single integer-valued input – single integer-valued output, the new method is compared 
with previous methods using GAMS software, and the conclusions are provided. 

Findings: The type of returns to scale differs when integer-valued inputs or outputs are present as compared with the case 
where the inputs and outputs are assumed to have real values. 

Originality/Value: This study focuses on the value and type of returns to scale for integer-valued data. For this purpose, 
returns to scale was modeled in 4 scenarios using input-oriented radial models, and in the fourth scenario (exclusively integer-
valued inputs – exclusively integer-valued outputs), the modeling was carried out for output orientation as well. The existence 
of a difference between the results produced by our proposed model and those of the classical model was demonstrated through 
two examples, one using hypothetical data and the other real-world data.  

Keywords: Data envelopment analysis, Integer-valued data, Left returns to scale, Right returns to scale. 
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  مقدمه -1

 ،[1] شده استمعرفی  ،گیریبرای اندازه کارایی نسبی واحدهای تصمیم BCCو  CCRهای بار با معرفی مدلها اولینتحلیل پوششی داده
تم های یك سیسها و خروجیبیانگر پیوند بین تغییرات ورودیها( های مهم در تحلیل پوششی داده)یکی از شاخصبازده به مقیاس،  . [2]

هزت و همچنین انداهای متفاوهای مختلف متناظر با بازده به مقیاسوها، کاربرد الگهای روش تحلیل پوششی دادهاست. یکی از توانایی
 نیتخم یبرا توانندیم CCR یهاکه چطور فرمول داده استنشان  بازده به مقیاسدر بحث  [4] . بنکر [3]گیری بازده به مقیاس واحدهاست

MPSS هایحت حالت کلی جوابکه با تخمین تجربی مرز و ت اندداده ارایهیی هامدل [5] گرفته شوند؛ بنکر و ترال کاربه بازده به مقیاسو 

                       

 و تحقیق در عملیات گیریتصمیم 
  814-831(، 1402)(، 3، شماره )8دوره                                                  

     www.journal-dmor.ir 

  پژوهشی نوع مقاله:

یا ورودی ترکیبی و خروجی  بازده به  مقیاس واحدهای تحت ارزیابی با ورودی صحیح

 هادر تحلیل پوششی دادههای شعاعی به کمک مدلحقیقی یا صحیح  

 1و، توفیق الله ویرانل*،1فیزاده لط،  فرهاد حسین1محسن رستمی مال خلیفه، 1زینب توسلی  
 .تهران، ایران دانشگاه آزاد اسلامی ،واحد علوم و تحقیقاتردی، کاربگروه ریاضی 1    

 ت.اس گیرنده با شرط وجود ورودی یا خروجی صحیح مقدار پرداختهبه مقیاس یک واحد تصمیمتشخیص نوع بازده  این مقاله به هدف:

-حیصح یورودتک :حالت چهاردر  بازده به مقیاسمقدار و نوع  نییتع یبرا یشعاع یهامدل یمقاله به معرف نیا پژوهش: شناسیروش

 مقدارحیها صحی)حالت دوم(، همه ورود مقداریقیها حقیهمه خروج – یبیترک های)حالت اول(، ورودمقداریقیحق یخروجتک – مقدار
 .است)حالت چهارم( پرداخته مقدارحیصح هایهمه خروج –مقدارحیصح هایهمه ورود و )حالت سوم( مقداریقیحق هایهمه خروج –

و با توجه  نییراست تع بازده به مقیاسچپ و  بازده به مقیاسدر هر حالت مقدار . شده استدر حالت چهارم ماهیت خروجی نیز بررسی 
-و تک مقداریقیحق یخروجتک -مقدارحیصح یورودحالت تکدو مثال در  3. در انتها با شده استمشخص  بازده به مقیاسبه آن نوع 

 یریگجهیپرداخته و نت GAMSافزار با استفاده از نرم یقبل یهاد و روشیروش جد سهیبه مقا مقدارحیصح یخروجتک -مقدارحیصح یورود
 .شده است

است که ورودی و خروجی را  یحالت بامقدار وجود دارد، متفاوت نوع بازده به مقیاس در حالتی که ورودی یا خروجی صحیح ها:یافته
 .کنندمیمقدار فرض حقیقی

بازده  منظور نی. به اشده استتوجه  حیصح یهاداده یبرا اسیبازده به مقمقدار و نوع  نییمقاله به تع نیدر ا علمی: افزودهارزشاصالت/
 مقدارحیها صحیهمه ورودچهارم )و در حالت گردیده  یسازمدل یورود تیدر ماه یشعاع یهاحالت به کمک مدل چهار در اسیبه مق

وجود تفاوت در نتایج حاصل از مدل  .گرفته استقرار  یموردبررسنیز  یخروج تیماهدر  یسازمدل مقدار(حیها صحیهمه خروج –
 است.شده  پیشنهادی و مدل کلاسیک با مثال با داده فرضی و مثال با داده واقعی نشان داده

 .حیصح یهاها ، دادهداده یپوشش لیتحل، راست اسیچپ، بازده به مق اسیبازده به مق ها:کلیدواژه

 چکیده
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و تعیین نوع آن  اسیبازده به مقبعد به محاسبه  هاسال [6] همچنین بنکر و همکاران د.کنرا محاسبه می اسیبازده به مق فردمنحصربه ریغ

 پرداختند. (2در ماهیت خروجی و  جمعی 1در ماهیت ورودی و مضربی  CCR,BCCهای مختلف ) در مدل

های بالا و پایین کشش مقیاس کران [8] فوکویاماد. نکنمقیاس را محاسبه میه ب در دو ماهیت بازده BCCبا استفاده از  [7] گینگ گولانی و
و و جهانشاهل کند.یبحث م ،با استفاده از مقدار کمی گیری گی این نتیجهچگونکشش مقیاس و  نوعو در مورد  است وردهدست آبهرا 

را با  4DMU هایو مشخصه 3اسیبازده به مقسپس، اندازه  .کنندی روشی برای شناسایی مرز کارایی معرفی میادر مقاله [9] همکاران
پوششی  لیوتحلهیتجزدر  اسیبازده به مقبرآورد  [10] خلیفهرستمی مالیار و اللهکنند. میمشخص کارآیی تولید  استفاده از معادله مرز

دهند که نشان میها آند. ندهمی ارایهند و روش جدیدی را برای انجام این برآورد نمودبررسی گولانی را  شده توسطارایه ،(DEA)ها داده
ه شدراست و چپ واحد داده در سمترا  اسیبازده به مققادر است در هر شرایطی  ،علاوه براین ؛روش جدید کاستی روش قبلی را ندارد

 امیدی اند.های منفی اقدام کرده و مدلی پیشنهاد دادهداده اسیبازده به مقنسبت به محاسبه  [11] ای دیگردر مقاله ارزیابی کند. همچنین
 .دپردازنمی 6RTS-R و RTS-L5چپ  اسیبازده به مقراست و  اسیازده به مقب روشی برای ارزیابی ارایهای به در مقاله [12] و همکاران

های روش پیشنهادی از مدل ،علاوه براین ؛بودن، وجود نداردها مشکل پارامتریمورد آن خطی بوده و در ،های این روش پیشنهادیمدل
ابزاری  عنوانبهها از آن بندی مرز مجموعه امکان تولید، توانستهها و با تقسیمی روی آنیاین مزیت برخوردارند که با انجام تغییرات جز

 به شده توپولوژی بازدهیک مدل اصلاح [13]  آدسیناو  دانشور .دنگیرنده استفاده کنواحدهای تصمیم RTS برای ارزیابی امتداد پایداری
با عدم  آمیزهای ضعیف و تبعیضهای قبلی شبکه عصبی با مدلد تا مشکل روشنبرکار مییند پارامتر قوی بهآمقیاس متغیر مناسب در فر

های شبکه بازده به مقیاسلگوریتم جدیدی برای تعیین ا [14] صالح همچنینند. توانایی در تنظیم برای انتخاب سطح بهینگی را حل کن
 توان به موارد زیر اشاره کرد:که می است هشد ارایه اسیزمینه بازده به مقهای موردی هم درمطالعه .نموده استای بیان مرحلهدو

د. ننکبررسی می، استفاده از منابع کشت خیار خارج از فصل در پنجاب پاکستان را در اسیبازده به مقکارایی و  [15] و همکاران قمر
 نمود و سپستابع تولید را مشخص است، های مالی سرویس زمینهدربرای تعاونی ذخیره مالی اندونزی که تجارت   [16]سیتومورنگ

  و همکاران یژوسکیس .کرده است ،و فاکتورهای کشش تولید اسیبازده به مقبا استفاده از کشش مقیاس و آن عملکرد اقدام به بررسی 
با یک  درواقعاست و  بر اثربخشی سیاست محیطی اثرگذار CRSچطور تغییر فرض   که دادندنشان  اند،دادهبا آنالیزهایی که انجام   [17]

  ی بودند.کاهش اسیبازده به مقاندازهای سیاستی با استفاده از مثال در لهستان به دنبال نشان دادن تغییر چشم

ا شده ت ارایههای ند. نتایج مدلاهها توجهی نشان ندادبودن دادهاند ولی به صحیحمقیاس پرداخته به ها به بررسی بازدههمه این مقاله 
 توجه قرارمورد DEAهای ها در مدلبودن دادهصحیح ،2006 سال چند که ازیح باشند دارای اعتبار هستند؛ هرها غیرصحزمانی که داده

های صحیح به داده ،2006از سال است.  نگرفته بررسی قرارتاکنون مورد با داده صحیح، DMUمقیاس  به است اما بررسی بازده گرفته
 .قوت گرفت ،زدن و گردکردن اعداد بودهایی که ناشی از تقریبرفع اشکالای شد و تلاش برای توجه ویژه

 به ورودی و خروجی صحیح دارند، پرداختند. سپسطور صریح نگاهی هایی که بهبه معرفی مفاهیم جدید و مدل [18] ویلا ولوزانو 
 7MILP ک مدل برایو ی صحیح تعریف کردند DEAشده را رفع و مفاهیم جدید را در نواقص مدل اصلاح [19] کاظمی متینو  کاسمن

بازده به و مدل جدیدی برای تکنولوژی با  مفهوم تحدب طبیعی را بیان کرده  [20]کاسمنو  کاظمی متین استخراج شد. در همان سال
  [22]خضری مطلق و  [21]و همکارانخضری مطلق  .شوندهدفه معرفی میهای صحیح چند مدل بعدازآن. اندداده ارایهمتغیر  مقیاس

 .پرداختندها به اصلاح مدل

از مدل مضربی و اما به لزوم توجه به اعداد صحیح اشاره  ،اندصحیح استفاده نکرده های دادهمستقیم از مدل هرچند  [23]همکارانو و ژ
های مطلوب و نامطلوب و معرفی تابع هدف گرفتن خروجی نظردرضمن بررسی مسائل مربوط به هوای چین و آنان  اند،استفاده نموده

مدل خود  ،طلوب صورت بگیرد و به سمت مطلوب پیش برودها مطلوب و نامتبادل بین خروجی کهیطوربهبا عنوان مجموع سود صفر 
و  چن .اندی پیشنهاد دادهو مدل خط های صحیح و نامطلوب ولی فازی کار کردهداده نهیدر زمنیز  [24] و همکارانرن . درا معرفی کردن

                                                             

1 Multiplicative 
2 Additive 
3 Returns to Scale (RTS) 
4 Decision Making Unit (DMU) 

5 Left Returns to Scale (L-RTS) 
6 Right Returns to Scale (R-RTS) 

7 Mixed Integer Linear Programming (MILP) 
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حسینی منفرد و  اند.های صحیح پرداختههای نامطلوب و سپس اصلاح آن برای دادهمدل برای ابرکارایی با داده ارایهنیز به  [25] همکاران
این اساس محاسبه اندازه کارایی را مدلهای صحیح توجه نشان دادند و برای به دادههای دومرحلهدر بررسی کارایی شبکه [26]همکاران 

 سازی کردند. 

)افزایشی،  مقیاس به بازده د تا نوعنکنحث میبماهیت خروجی صحیح مقدار  DEAرا بر روی یک مدل  بازده به مقیاس [27]  راملیو   طالب
بازده به مقادیر صحیح ماهیت خروجی تحت فرض  DEAبندی امتیاز کارایی حاصل از مدل با دسته نمایند کهثابت( را مشخص  و کاهشی
 کارههای عمومی مالزی بهای تجربی دانشگاهها تحت دو تکنولوژی برای داده. یافتهگرددمیمتغیر تعیین  بازده به مقیاسثابت و  مقیاس

تابع هدف را هم  و دنکنهای صحیح نامطلوب معرفی مییک مدل چند هدفه برای داده [28] نو همکاراطالب همچنین  .است شده گرفته
بودن مفید توانایی و .دنزنخروجی تخمین می کاهش ورودی و افزایشمقیاس واحدها را با  به بازده ،مدل پیشنهادی .دنگیرمی نظردرصحیح 

مقایسه است مدل چندهدفه که قبلا اعتبارش تست شده 3با  تیدرنهاشود و فرودگاه اسپانیا بررسی می 39های این مدل پیشنهادی با داده
مقیاس با توجه به  به کدام به بررسی شاخص بازدهد، هیچانرا بررسی نموده DEAهای های صحیح و شاخصهایی که دادهگردد. مقالهمی

مقیاس را درست تشخیص  به ی قبلی، نوع بازدههااست: با فرض این که مدل صورتله ایجاد شده بدینااند. مسهای صحیح نپرداختهداده
های قبل، مقدار درست را مشخص میم بگیرد. مدلبرای افزایش یا کاهش ورودی یا خروجی تص تیدرنهابدهد در مواردی که مدیر باید 

 شود. اینکنند و ممکن است یک داده غیرصحیح را برای مدیر مشخص نمایند که مدیر مجبور به تقریب یک عدد به مقدار صحیح نمی
ا هتوجهی به صحیح بودن داده های قبلی چونهای این مقاله خواهید دید، مدلنهایی تاثیر منفی بگذارد. در مثال جهیدرنتتواند تقریب می

هند، دمقیاس را افزایشی تشخیص می به های قبلی بازدهمثال وقتی مدل عنوانبهکرد. مشخص نمی یدرستبهمقیاس را  به نداشت، نوع بازده
 ثابت یا بازدهمقیاس  به ازدهب کهیدرصورت .تری خروجی افزایش پیدا کندمدیر انتظار دارد در مقابل افزایش یک واحد ورودی به مقدار بیش

 مقیاس به کند ثابت یا بازدهاست و در مقابل یک واحد افزایش ورودی، خروجی نیز یک واحد افزایش پیدا می مقیاس کاهشی بوده به
ارزیابی کشش کند یا دیگر واحد تحت است و در مقابل یک واحد افزایش ورودی، خروجی نیز یک واحد افزایش پیدا می کاهشی بوده

 دهد.تر از یک واحد افزایش میافزایش ورودی را ندارد و خروجی را کم

چهار است و مشخصا روی  های صحیح پرداختهبا داده DMUsمقیاس  به به بررسی بازدهدر پی رفع این مشکل برآمده و مقاله حاضر 
 یهاخروجی حقیقی و ورودی-و غیرصحیح )ترکیبی( ورودی صحیح خروجی حقیقی، یاتک – ورودی صحیحواحدهایی با تکحالت 
صحیح در ماهیت ورودی و حالت چهارم در ماهیت  یهای خروجیهمه –صحیح یهای ورودیو همهحقیقی  یهاخروجی -صحیح

در هر حالت مقیاس راست هر واحد  به مقیاس چپ و بازده به بازدهشود. میو مدل مناسب هر حالت پیشنهاد  است کار شدهخروجی 
 .گرددبررسی میمجزا 

های قسمت سه مدل ،مقیاس به های صحیح و بازدهقسمت دو مقدمات و مفاهیم اولیه داده :شوددنبال می صورتنیبددر این مقاله بحث 
-حالت تک یک مثال در ،، در قسمت چهار)حالت چهارم در دو ماهیت( چهار حالتهر مقیاس در  به تعاریف جدید بازدهو پیشنهادی 

ل نتایج مداست.  بیان شدهخروجی صحیح تک – ورودی صحیحهای فرضی با تکو یک مثال با دادهخروجی حقیقی تک – ورودی صحیح
با  آمدهدستبههای واقعی و مقایسه آن با نتایج گردد. همچنین به بررسی یک مثال با دادهپیشنهادی با نتایج مدل کلاسیک مقایسه می

 دهد.می ارایهگیری، پیشنهاد پس از نتیجه پردازد وهای قبلی میمدل

 مفاهیم مقدماتی -2

 های صحیحمروری بر تکنولوژی داده -1-2

،   های هرها و خروجیرود و بردار ورودیمیکار خروجی به  ورودی برای تولید  که  هربرای  دیفرض کن
توانند همگی صحیح، حقیقی یا ترکیبی از صحیح ها میها و ورودیاست. خروجی صورت به

صورت ها بهباشند، در این صورت تعداد ورودی حهای غیرصحیتعداد ورودی های صحیح و تعداد ورودی طور مثال بهو حقیقی باشند 
 :صورت زیر استی است، بهقیها حقیهمه خروج – حیها صحیهمه ورود وقتی ،است. تکنولوژی امکان تولید 

(1)   
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 : شودیم شنهادیپ اییمحاسبه کار یبرا ریمدل ز ،و با استفاده از آن

 .[19] است  مرجع واحد مورد بررسی یک عدد غیرارشمیدسی است و  ε که

شود و به مجموعه قیود اضافه می اگر خروجی صحیح مقدار است، قیدهای
 شود.از مجموعه قیود حذف می ها نیست، قید خروجی حقیقی مقدار در داده اگر

 بازده به مقیاس -2-2

های هر وخروجی هارود، بردار ورودیکار میخروجی به ورودی برای تولید  که   هربرای  دیفرض کن
 است:صورت زیر به BCCاست. مجموعه امکان تولید   صورتبه ،

مقیاس  به کند. بازدهمقیاس را مشخص می به و نوع بازده نمایدمیواحدها را به مرز تصویر است.  PPSمرز  که 
 کند.بررسی می DMUتغییرات ورودی را در اطراف هر  ؛خاصیت موضعی دارد

)𝛼در ادامه   کند: صورت زیر تعریف میرا به (

𝛽 میرض کنف   گاهآن ،است یمقدار ثابت <

)𝛼 فیبا محفوظ داشتن تعر  ، اگر (

 صورت اگر :نیا در

و قوانین زیر برای تعیین  حد راست و چپ موجود است PPS  بودنموجود نیست با توجه به قطعه خطی( 4)حد همچنین در صورتی که 
 مقیاس برقرار است: به بازده

                                                             

1  Increasing Returns to Scale 2 Decreasing Returns to Scale (DRS)  
3 Constant Returns to Scale (CRS)   

(2) 

 

 

 

 

 

 

𝕀  

   

(3) 𝛼( ) { ( ) }  

(4)  𝛼  

(5) 
 . 1IRS )افزایشی( دارد یصعود اسیمق به بازده   گاهآن  
   . 2DRS دارد ی )کاهشی(نزول اسیمق به بازده   گاهنآ  

𝛾  3 ثابت دارد اسیمق به بازده   گاهآنCRS. 

(6) 
 دارد.)افزایشی(  یصعود بازده به مقیاس  گاهآن

𝛾 دارد. ی )کاهشی(نزول بازده به مقیاس  گاهآن 

𝛾 ثابت دارد. بازده به مقیاس  گاهآن                                                                                   
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 ، به این موضوع پرداخته حیصح یهادادهمورد ، اما در گردیده شنهادیپ یقیحق یهابا داده اسیمق به محاسبه بازده یبرا یاریبس یهاروش

ها برای رسیدن به هدف مطلوب ها و خروجیدهد که نیاز در تغییر ورودیبه مدیر نشان می اسیمق به بازدهکه نوع با توجه به این. است نشده
ها نیاز به تغییر دارند( ها نیز با توجه به صحیح بودن دادههای موجود )که احتمالا این مدلاست یا نیست و نیز مقدار این تغییر با مدل

و هم در ادامه در تعیین مقدار تغییر، مدیر  بازده به مقیاسگرفته نشود ، هم در تعیین نوع  ها درنظراگر صحیح بودن داده گردد؛مشخص می
 .دگردیم ارایه حیصح یهادر داده بازده به مقیاسمحاسبه  یبرا یشنهادیدر ادامه روش پشود. از این رو گمراه می

 یشنهادیروش پ -3

 بازده به مقیاستعریف  -1-3

ن پرسش پاسخ به ای م،یسنجیم یورود راتییتغ زانیرا نسبت به م یخروج راتییتغ زانیم حیصح یهادر داده بازده به مقیاسمحاسبه  یبرا
ف و " تعاریشود؟یچه مقدار مبه ورودی  یخروج راتییتغنسبت  کند، دایپ رییتغ حیمشخصا( صح) یورود نیترکیبه نزد یاگر ورود "

 کند.ریزی میهای جدید را پایهمدل

 :میکنیم فیتعر ریصورت زهمانند قبل به را

 نیدر ااست. ( 1) رابطههمان تعریف  . کندیم لیاست، تبد یقیعدد حق کیکه  به  و  حیعدد صح کیکه   به که 
 :میدار صورت

 دهیم.      نشان می 𝛾نامیم و با را نسبت تغییرات خروجی به ورودی می که 

 استفاده کرد.توان از )استفاده از حد( نمی PPS  را به علت گسسته بودن (4) رابطه در این است که( 4رابطه ) با  (9رابطه) تفاوت

 است. (5) رابطهکه همانند 

 یقیحق یخروجتک-حیصح یورودحالت اول تک -2-3

𝛼(  :میکنیم فیتعر ریصورت زرا همانند قبل به (

 :میصورت دارنی. در اکندمی، تبدیل است یقیعدد حق کیکه  به  و  حیعدد صح کیکه  به  که 

 دهیم.نشان می 𝛾نامیم و با را نسبت تغییرات خروجی به ورودی می که 

 را نتیجه گرفت. بازده به مقیاستوان نوع می (10)رابطه همانند 

 به محاسبه شود؛ یعنی برای بازدهطور مجزا باید به بازده به مقیاس PPS  که به علت گسسته بودن است آنله انکته حائز اهمیت در این مس
طور چپ نیز به بازده به مقیاسراست و  بازده به مقیاسبرای هر  ( 10) رابطهراست مدل مجزا پیشنهاد شود و  بازده به مقیاسمقیاس چپ و 

(7)            𝛼( ) { ( ) }. 

(8)  

(9) 𝛾
( )

 

(10) 
 دارد.)افزایشی(  یصعود بازده به مقیاس  گاهآن

𝛾 دارد. ی )کاهشی(نزول بازده به مقیاس  گاهآن 
𝛾 ثابت دارد. بازده به مقیاس  گاهآن        

(11) 𝛼( ) { ( ) }  

  

(12)  . 
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 حیصح مجددا عددی ،رییبعد از تغورودی  .مکنییم نییتع ریز هایرا از مدل DMUهر ورودی صحیح  رییمقدار تغمجزا برقرار است. 

 کنیم:راست از مدل زیر استفاده می بازده به مقیاسدر تعیین  𝛽برای محاسبه  ست.ا

 
𝑥𝑝که  ≠ 0. 

𝛽 دیق  تیوضع رییتغورودی بیشتر از مقدار قبل با مقادیر صحیح  که به ایگونهبهدهد ورودی را به یک ورودی صحیح تغییر می ́
افزایش در  ترینکمرا مشخص کند. ما به دنبال  ترین جایگاه ورودی صحیح شود تا نزدیکباعث می . قید دهد

راست استفاده  بازده به مقیاساست و برای محاسبه  (13مدل )مقدار بهینه  است. هستیم، پس تابع هدف  ورودی 
 کنیم:چپ از مدل زیر استفاده می بازده به مقیاسدر  𝛽شود. برای محاسبه می

 .که در آن 

𝛽 دیق  تیضعو رییتغورودی کمتر از مقدار قبل با مقادیر صحیح  که به ایگونهبهدهد ورودی را به یک ورودی صحیح تغییر می ́
کاهش در  ترینکمرا مشخص کند. ما به دنبال   ترین جایگاه ورودی صحیحشود تا نزدیکباعث می . قید دهد

است  (14) مدلمقدار بهینه  است. بیشترین مقدار ممکن است و در نتیجه تابع هدف  𝛽رهستیم، پس مقدا ورودی 
 شود.چپ استفاده می بازده به مقیاسو برای محاسبه 

𝛽 مقدار و ∞تا 1 نیب  ،(13) مدلدر  -1 هیقض  .است 2 و 1 نیب یعدد 

𝛽 تیجه ن و در  پس است. ، قبل از حیواحد صح نتریکی: نزداثبات 𝛽  ؛که   نیا یبرا یجواب شدن کی 
 .است زیمدل ن

   چرا که است، ∞تا 1 نیب یتابع هدف عدد مقدار

 . پس مقدار  که جاآناز  و

𝛽 مقدار و ∞تا  0 نیب ، (14) مدلدر  -2 هیقض  .است 1  و 0 نیب یعدد 

𝛽 تیجه و درن  پس است، ، قبل از حیواحد صح نتریکی: نزداثبات  نیا یبرا یجواب شدن کی𝛽   ؛که 
  است. زیمدل ن

 . پس مقدار  که جاآناز  و   چرا که است، ∞تا  0 نیب یتابع هدف عدد مقدار

وردن دست آها صحیح است برای بهتوجه داشته باشید حتی اگر واحدهای تحت ارزیابی چند ورودی داشته باشند که فقط یکی از آن
شود. سپس میزان کنیم و تنها ورودی صحیح در مدل پیشنهادی دخالت داده میمیاستفاده  (14مدل )و  (13) مدل از 𝛽مقدار بهینه 

-یی ورودشود، یعنی مقدار تغییر برای ورودی صحیح در همههای غیرصحیح نیز اعمال میی ورودیبرای همهی صحیح تغییر برای داده
 شود.استفاده می (20) مدلاز  𝛼دست آوردن ( و در ادامه برای بهشود تبدیل می به  شود. ها ضرب می

(13) 

 
 

 
  

 

(14) 
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 صورت زیر است:خروجی حقیقی بهتک –ورودی صحیح چپ در حالت تک به مقیاس بازدهراست و  بازده به مقیاسمدل ارزیابی 

راست بخواهد  بازده به مقیاسمقیاس چپ یا  بهکه بازدهاست که بر اساس این (14) مدلیا  (13) مدلدست آمده از جواب بهینه به 
 کنیم. استفاده می از  و   شود . به اختصار به جایهای مربوط نتیجه میمحاسبه شود از مدل

 افزایشی مقدار تابع هدف بازده به مقیاسکاهشی نامنفی و برای  بازده به مقیاسبرای است و مقدار تابع هدف  یشدن (15) مدل -3 هیقض
 .است 1تر مساوی بزرگ

 (:(13)  مدل) 𝛽 یبرا :اثبات

 یک جواب شدنی این مدل است. 

 .یک جواب شدنی مسئله است پس  چون 

 (:(14) مدل) 𝛽برای 

∗𝛼یک جواب شدنی این مدل است. در نتیجه  ≥ 1. 

𝛼دست آوردن با به  آوریم.دست میبه (10)رابطه و  (9) رابطه را با توجه به بازده به مقیاسها مقدار و نوع از این مدل و

 تواند مقادیر مثبت، منفی یا صفر را اختیار کند. می 𝛾دهند که نشان می 3 قضیهتا  1 قضیهتوجه داشته باشید 

𝛼راست  بازده به مقیاسدر  ≥ و 𝛽  پس𝛾 ≥. 

𝛼چپ  بازده به مقیاسدر  ≥ و 𝛽 : 

≥پس برای  𝛼 𝛾شود نتیجه می ≥ ≥. 

𝛼و برای  𝛾توان نتیجه گرفت ، می≤ ≤ . 

 یقیحق ی( و خروجحیصحر یغ یو ورود حیصح ی)ورود یبیترک یورود حالت دوم: -2-3

 :میکنیاصلاح م ریصورت زرا به بازده به مقیاس فیباشند، تعر یقیحق و حیاز صح یبیترک یهایورود که فرضاین  با

 :کنیمرا محاسبه می بازده به مقیاسمجددا با استفاده از مدل زیر 

(15) 

 
 

 

, 

 

. 

  

 

(16)  
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 بازده به مقیاسنوع  یریگجهیرد مقدار و نتمو در (10) رابطه نیهمان قوان ،است یبه ورود یخروج راتییتغ نسبت یدهندهنشان 𝛾که 
 است. حیصح یعدد امجدد ،رییبعد از تغورودی  .مکنییم نییتع ریز هایرا از مدل DMUهر ورودی صحیح  رییمقدار تغ رقرار است.ب

 کنیم:راست از مدل زیر استفاده می بازده به مقیاسدر  𝛽برای محاسبه 

 .که 

𝛽𝑥𝑝 دیق = 𝑥𝑝́ تیوضع رییتغورودی بیشتر از مقدار قبل با مقادیر صحیح  که به ایگونهبهدهد ورودی را به یک ورودی صحیح تغییر می 
صورت شعاعی و چند ورودی همزمان به باشدمیصورت شعاعی چون تغییر بهاست. از این مدل حذف شده  . قید دهد

افزایش در ورودی  ترینکمبرقرار کنند. ما به دنبال  هاصورت همزمان برای همه ورودیکنند و ممکن است این شرط را نتوانند بهتغییر می
 شود.راست استفاده می بازده به مقیاساست و برای محاسبه  (18) مدلمقدار بهینه   است. هستیم، پس تابع هدف  

 کنیم:چپ از مدل زیر استفاده می بازده به مقیاسدر  𝛽برای محاسبه 

 .که در آن 

𝛽 دیق  تیضعو رییتغورودی کمتر از مقدار قبل با مقادیر صحیح  که به ایگونهبهدهد ورودی را به یک ورودی صحیح تغییر می ́
هستیم، پس تابع هدف  کاهش در ورودی  ترینکماست. ما به دنبال مطابق توضیحات بالا حذف شده . قید دهد

 شود.چپ استفاده می بازده به مقیاساست و برای محاسبه  (19) مدلمقدار بهینه  .است 

مدل تر و در کوچک( 18) مدلهای صحیح را به یک داده صحیح که در گردد تا همه ورودیمشترک می 𝛽 در این دو مدل به دنبال یک
است با استفاده از  صورت به DMUهای صحیح یک تر از ورودی اولیه است برساند. فرض کنید ورودیبزرگ (19)

𝑥′1آید و دست میبه 𝛽  ،(18مدل ) = 144, 𝑥′2 = 𝛽 یشود به ازامی  120 = آید، دست میبه ، 1.3
است که هر دو ورودی صحیح را به مقداری  𝛽شود ورودی دوم صحیح عددی غیرصحیح است؛ پس مدل به دنبال که ملاحظه می

 صحیح تغییر دهد.

  است: ریصورت زبه مقیاس بازده بهنوع  نییتع یبرا یشنهادیپ مدل
 

(17)  .  

(18) ,         

𝛽 > 1, 
𝕀  

(19) ,

𝛽  
 

(20) 

 
 

𝛽 𝕀

𝛽 𝕀
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همان اندازه را به  حیصحریغ یهایدوم ورود دیو ق دهدیم رییتغ حیواحد صح نیترکیهر واحد را به نزد حیصح یهایاول ورود دیق
وضیح با همان ت ییممکن نسبت به مرز کارا یخروج نیبهتر راتییتغ نیبراساس ادهد . یم رییتغتغییر ورودی صحیح هر واحد  ترینکم

یا  (18مدل )دست آمده از جواب بهینه به شود. آوردبر بازده به مقیاستا مقدار  دیآیدست مبه افتهی رییواحد تغ نیا یبرادر حالت قبل 
ود شهای مربوط نتیجه میراست بخواهد محاسبه شود از مدل به مقیاس بازدهچپ یا  بازده به مقیاساست که بر اساس این که  (19) مدل

 کنیم. استفاده می از  2∗و  و به اختصار به جای 

 حقیقی هاها صحیح و خروجیحالت سوم: همه ورودی -3-3

نمایش  𝛽را  است، میزان تغییرات  ها حقیقی باشند یعنی ها صحیح و خروجیاگر همه ورودی
 ها در این حالت صحیح هستند.آوریم چرا که تمام ورودیدست میبه (18) مدل و( 17) مدلدهیم و با می

𝛼 کنیم:صورت زیر تعریف میرا به 

تعیین  یبرا (10) رابطهرا در  1با   سهیمجددا مقا .میکنیمحاسبه م (9) رابطه را با استفاده از یورودتغییرات به  یخروج راتییتغنسبت 
 :است ریصورت زحالت به نیا یبرا یشنهادیپ مدل .میریپذیرا م بازده به مقیاسنوع 

 برقرار است. هامدلکند و تعاریف قبل متناسب با یرا محاسبه م قبل مقدار  یهامدل همانند مدل نیا

 حیصحها یخروجهمه -حیصح هایورودهمه  چهارم: حالت -4-3

𝑥𝑖 یعنیباشند  یقیحق یخروجو  حصحی هایهمه ورود اگر
𝕀, 𝑖 = 1,2, … , 𝑚  𝑦𝑟

ℝ, 𝑟 = 1,2, … , 𝑠 راتییتغ زانیاست، م 𝑥𝑖
𝕀  را𝛽 شینما 

 :مکنییم فیتعر رزی صورترا به  .میآورمی دستبه (18) مدلو  (17) مدلو با  مدهییم

 .کنیممحاسبه می (9) رابطهنسبت تغییرات خروجی به ورودی را با استفاده از 

 پذیریم.را می بازده به مقیاسبرای تعیین نوع  (10) رابطهدر  1با  𝛾مجددا با مقایسه 

 است: ریصورت زبه حیصح یخروج – حیصح یدر حالت ورود بازده به مقیاس یابیارز مدل

 

(21) 𝕀

 

(22) 

𝛽 𝕀

 

(23) 
𝕀

𝕀 . 

(24) 
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کند که  میتنظ یاگونهرا به یخروج راتییتغ شودیرا اضافه دارد که باعث م  دینسبت به حالت قبل ق
 .شودمقدار صحیح  یخروج

 صحیح خروجی-صحیح حالت چهارم: ورودی بازده به مقیاسماهیت خروجی  -5-3

ه این پاسخ ب م،یسنجیم یورود راتییتغ زانیرا نسبت به م یخروج راتییتغ زانیم حیصح یهادر داده بازده به مقیاسمحاسبه  یبرا
اریف و تع" شود؟یچه مقدار م یخروج راتییکند، درصد تغ دایپ رییتغ حیمشخصا( صحخروجی) نیترکیبه نزد خروجی اگرپرسش "

 کند.ریزی میهای جدید را )در ماهیت خروجی( پایهمدل

𝛽(𝛼) میکنیم فیتعر ریصورت زبه را: 

 میصورت دارنی. در اکندیم لیاست، تبد حیعدد صح کیکه  به   صحیح وعدد  کیکه  به  که 

 دهیم. نشان می 𝛾نامیم و با را نسبت تغییرات می که 

 خروجی بعد از تغییر، مجدد عددی صحیح است: .کنیمهای زیر تعیین میرا از مدل DMUمقدار تغییر هر خروجی صحیح 

 

چپ در ماهیت خروجی  بازده به مقیاسبرای  (28)مدل  از 𝛼راست و مقدار  بازده به مقیاسبرای  (27) مدلبا استفاده از  𝛼مقدار 
تر از خروجی اولیه برای کوچک (28) مدلتر از خروجی اولیه و در بزرگ (27مدل )که در را صحیح  یخروجبهترین  و شودیم نییعت

با یک مقدار افزایش یا کاهش مشترک به یک خروجی  DMUهای صحیح یک به طوری که تمام خروجی دهدیم یابیارزواحد تحت 
 تر از خود برسند.تر یا کوچکصحیح جدید بزرگ

 است: ریصورت زبه حیصح یخروج – حیصح یدر حالت ورود بازده به مقیاس یابیارز مدل

 

(25) 
𝛽( ) { ( ( ) ) }, 

𝕀 . 

  

(26) 𝛾  

(27) 
𝛼 ≥  

 

(28) 
𝛼 ≤

 

(29) 
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راست بخواهد  بازده به مقیاسچپ یا  بازده به مقیاساساس این که است که بر (18مدل )یا  (17مدل )دست آمده از جواب بهینه به 
ترین ، یافتن بیشmaxکنیم. دلیل استفاده از استفاده می از  و   شود و به اختصار به جایهای مربوط نتیجه میمحاسبه شود از مدل

𝛽خروجی به خروجی مورد نظر است. قید   بازده به مقیاساست و در هنگام محاسبه  بازده به مقیاسعلت پیشگیری از نشدنی بودن به <
𝛽 افزایشی قید  بازده به مقیاسگیرد. در کاهشی در قیود جای می محاسبه  𝛼 را نسبت به 𝛽میزان  ترینکمشود. تابع هدف جایگزین می >

 ورودی ممکن تولید شود. ترینکمدهد، تا خروجی مورد نظر با می (28)مدل و  (27مدل )شده از 

 مثال - 4

 ورودی حقیقیتک –خروجی صحیح تک -1-4

توان چنین فرض کرد در یک )می استشده گرفته نظردر DMU تا 14با  یقیحق یخروج کی-حیصح یورود کیبا  فرضیشرکت  کی
 .(یزان درآمد در ماه به میلیون استی تعداد کامپیوتر هر شرکت کوچک و خروجی مورود زیرمجموعه، 14با  شرکت بزرگ با خدمات تایپ

 .است آمده 1جدول در  DMUمربوط به ورودی و خروجی هر  اطلاعات

 .(یخروجی و مقدار ورودمقدار )ی ابیتحت ارز یاطلاعات واحدها -1جدول 
Table 1- Data of the units under evaluation (input-output). 

 

 
 PPSپررنگ  یست، خطوط خاکستری ا، محور خروجy و محور یمحور ورود 𝑥اند؛ محورشده داده شینما DMUsهمه  1شکل ر د

 ریتصاو شیو نما معمول PPS دادن شیمنظور بهتر نمابه یفرض یقی( حقیخروجهمو  یورودهم) یهامرز با داده ن،یچ. خطوط خطاست
 یخروجتک – حیصح یورودتک یورود تیماه یبا استفاده از مدل پوشش DMUs  نیاز ا کیهر  ییکارا. استف یضع ینقاط ناکارا و کارا

 یم.کنیمحاسبه م یقیحق

 .DMUsاندازه کارایی  -2جدول 
Table 2- Efficiency scores of DMUs. 

 

 

 

 

 شود.تعیین می (10) رابطهبا استفاده از  بازده به مقیاسشود و نوع صورت زیر حاصل میبه( 12پیشنهادی ) مدلبا استفاده از  𝛾مقدار

 چپ و راست. بازده به مقیاسمقدار  -3جدول 
Table 3- Left and right RTS values. 

 

 های حقیقی، رعایت نشدهبا داده DEAهای دیگر افزایشی، ثابت و کاهشی، همانند قبل و مدل بازده به مقیاسشود ترتیب میملاحظه 
 است.

 

 

N M L K J I H G F E D C B A DMU 

24 22 21 18 16 13 12 10 9 8 6 5 5 4 x 

18.8 18.8 18.2 18.3 17.1 17 16 15 12.7 10.5 9 6 5.8 2 y 

N M L K J I H G F E D C B A DMU 

M 
 

M K 

 

I H G 

  

D C C A مرجع 

اندازه  1 1 1 0.875 1 1 1 1 1 0.875 1 0.875 1 0.917
 کارایی

 همه
 صفر

 همه
 صفر صفر

 همه
بقیه
 صفر

 همه
 صفر

 
قیه ب

 صفر

 همه
 صفر

 
بقیه 
 صفر

 همه
 صفر

 همه
 صفر

 همه
 صفر

 همه 
 صفر

مقدار 
 اسلک

N M 𝐋 K 𝐉 I 𝐇 G 𝐅 𝐄 D C B A DMU 
0 0 0.7 0.1 0.9 0.2 0.8 0.4 1.6 2.3 1 2.5 2.8 8  
DRS DRS DRS DRS DRS DRS DRS DRS IRS IRS CRS IRS IRS IRS RTS 

0 0.1 -0.4 0.3 -0.4 0.5 0.2 1 0.5 0 2 3.3 3.3 -  

DRS DRS DRS DRS DRS DRS DRS CRS DRS DRS IRS IRS IRS نشدنی RTS 
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 گرفتند.می MPSSها حقیقی بودند نقش )فرضی( قرار دارند که اگر داده بر روی خطی( D,Gثابت دارند ) بازده به مقیاسکه DMU دو 

 یخطدو سمت پارهعلت است که این دو واحد در اینهاست که ب یکاهش Gراست  بازده به مقیاسو  یشیافزا C چپ واحد بازده به مقیاس
 قرار دارند.دارد،  MPSSحقیقی نقش  DEAگذرد و در ی که از مبدا میخط فرض یاست که بر رو

 (13) مدلشود و از نسبت به آن سنجیده می  DMUهر  بازده به مقیاسیک شاخص موضعی است، واحدی که نوع   RTSدانیم کهمی 
 .است آورده شده 4جدول در  ،است دست آمدهبه (15) مدلتا 

 .بازده به مقیاسجهت بررسی  DMUواحد نزدیک به  -4جدول 
Table 4- Unit close to the DMU for evaluating the RTS. 

 

 

ترین مقدار خروجی ابتدابه بیش Fو    I , Jشود واحدهای ناکارایدیده می 1شکل طور که در نتایج جدول و خطوط ترسیم شده در همان
چپ افزایش و کاهش پیدا  بازده به مقیاسراست و  بازده به مقیاسها برای محاسبه شوند و سپس مقدار ورودی آنروی مرز تصویر می

 کند .کند و متناسب با آن مقدار خروجی مناسب را مشخص میمی

 دو روش جینتا سهیمقا -2-4

دم در حالت کلاسیک )عکه  یبازده به مقیاسبا نوع  پیشنهادیراست روش  بازده به مقیاسچپ و  بازده به مقیاسمقدار  یجدول بعد در
 .استشده سهمقای آمده دستبهها( توجه به صحیح بودن داده

 حاصل از دو روش. بازده به مقیاسمقایسه نوع  -5جدول 
Table 5- Comparison of RTS types resulted by the two methods. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 شود . هایی دیده میتفاوت بازده به مقیاسشود در واحدها در هر دو روش نوع که دیده میطورهمان

 بازده به مقیاسرسد و می Gبا یک واحد افزایش در ورودی و سپس با حداکثر مقدار افزایش به نقطه   Fدر نقطهشود در شکل مشاهده می
چپ با یک واحد کاهش در ورودی به  بازده به مقیاساست(. برای  1راست افزایشی دارد )نسبت تغییرات خروجی به ورودی بیشتر از 

ای در ناحیه Fچپ، کاهشی است. درصورتی که  بازده به مقیاساست و  1رسد. نسبت تغییرات خروجی به ورودی کمتر از می Pنقطه 
صحیح و هم روی  PPSکه هم روی مرز نیز با این 'Fیعنی Fاست. مجموع مرجع ثابت داشته بازده به مقیاس DEAاست که در واقع شده

در هر دو  1نسبت تغییرات خروجی به تغییرات ورودی بیشتر از  Gو  Pما برای رسیدن به نقطه است، اخط مرز حقیقی فرضی واقع شده
 مورد دارد.

طور که است و این اتفاق همان 𝛼ناشی از منفی شدن است که  شده( -2مقداری منفی ) 𝛼𝑦شود که مقدار ملاحظه می Aدر مورد نقطه 
خارج  PPS چپ با کم شدن یک واحد خروجی، از مرز بازده به مقیاسشود بدان جهت است که در بررسی دیده می 1شکل در 

N M 𝐋 K 𝐉 I 𝐇 G 𝐅 𝐄 D C B A DMU 
27 27 22 22 17 16 15 12 10 8 7 6 6 5 β+x 

18.8 18.8 18.8 18.8 18 17.8 17.5 16.3 15 12 10.5 9 9 6 α+y 
23 21 20 17 15 12 11 9 8 7 5 4 4 3 β−x 

18.8 18.7 18.6 18 17.5 16.3 15.7 13.5 12 10.5 6 2 2 -2 α−y 

 روش پیشنهادی

N M 𝐋 K 𝐉 I 𝐇 G 𝐅 𝐄 D C B A DMU 

0 0 0.7 0.1 0.9 0.2 0.8 0.4 1.6 2.3 1 2.5 2.8 8 γ+ 
DRS DRS DRS DRS DRS DRS DRS DRS IRS IRS CRS IRS IRS IRS نوع 
0 0.1 -0.4 0.2 -0.3 0.5 0.2 1 0.5 0 2 3.3 3.3 - γ− 
DRS DRS DRS DRS DRS DRS DRS CRS DRS CRS IRS IRS IRS نوع نشدنی 

 نسبت تغییرات

 راست 3 2 2 1 1 1 0.5 0.5 0.2 0.3 0.1 0.2 0 0
DRS DRS DRS DRS DRS DRS DRS DRS CRS CRS CRS IRS IRS IRS نوع 
 چپ - 2 2 2.5 1 1 1 0.4 0.5 0.2 0.2 0.1 0.2 0

DRS DRS DRS DRS DRS DRS DRS CRS CRS CRS IRS IRS IRS نوع نشدنی 
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بازده نشان از نشدنی بودن محاسبه مقدار  𝛼𝑦و درنتیجه  𝛼  گردد. یعنی منفی بودن مقداربرنمی PPS شویم و با کاهش خروجی به درونمی
 قابل محاسبه است. 𝛾چپ و همچنین امکان عدم کاهش ورودی است. هرچند مقدار  به مقیاس

 خروجی صحیح تک-ورودی صحیحمثالی برای حالت تک -3-4

مقدار  6جدول یک خروجی صحیح است. در -است که دارای یک ورودی صحیح شده گرفته واحد درنظر 10یک شرکت فرضی با 
بار خروجی را تعداد کار تایپ توان شرکتی مانند مثال قبل فرض کرد با این تفاوت که اینمیاست. )خروجی هر واحد آورده شده-ورودی

 ایم(.گرفته تحویلی در روز درنظر

 خروجی(. -اطلاعات واحدهای تحت ارزیابی)ورودی -6جدول 
Table 6- Data of the units under evaluation (input-output). 

  

  

و  یاست. ورود یخروج یو محور عمود یورود یاست. همانند قبل محور افق شده دهیواحدها کش نیمرتبط با ا PPS ،2شکل در 
مقدار  .(دهدیم لیرا تشک PPS ی)محل تقاطع خطوط شطرنج و گسسته است یاصورت نقطهبه PPSهستند، پس  حیهر دو صح یخروج

 .است 7 جدولصورت واحدها به نیا ییکارا

 .DMUsاندازه کارایی  -7جدول 
 Table 7- Efficiency scores of DMUs. 

 نییتع یناکارا است برا یاند چرا که اگر واحدانتخاب شده ی)واحدها قو باشندیم PPSمرز  یو رو باشند،یم یقو یواحدها کارا میتما
 (24) مدلبا استفاده از  DMUهر  یورود رییتغ مقدارشود(. مشخص می بازده به مقیاسنوع مرز  یواحد رو ریبا تصو بازده به مقیاسنوع 

 .است آمده 8 جدولدر  (26)مدل  تا

 .DMUمقدار تغییر هر  -8جدول 
Table 8- Amount of change per DMU.  

 

 

 است.آمده 9جدول شود در موردنظر با آن مقایسه می DMUو واحدی که  بازده به مقیاسمقدار 

 

 .بازده به مقیاسجهت بررسی  DMUواحد نزدیک به  -9جدول 
Table 9- Unit close to the DMU for evaluating the RTS. 

 

 

 

 
 

J I H G F E D C B A DMU 

18 13 12 10 9 8 7 6 5 4 x 

18 17 16 15 13 12 10 9 7 5 y 

J I H G F E D C B A DMU 
J I H G 𝐹 E D C B A مرجع 
 اندازه کارایی 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

 مقدار اسلک همه صفر صفرهمه  همه صفر همه صفر همه صفر همه صفر همه صفر همه صفر همه صفر همه صفر

J I H G F E D C B A DMU 
1.222 1.2308 1.2500 1.200 1.222 1.250 1.1429 1.6667 1.200 1.250 β+ 
0.778 0.7692 0.75 0.800 0.778 0. 75 0.8571 0.833 0.800 0.750 β− 

J I 𝑯 G F 𝑬 D C B A DMU 

19 14 13 11 10 9 8 7 6 5 β+x 
18 17 17 15 15 13 12 10 9 7 α+y 
0 0 0.75 0 1.4 0.7 1.4 0.7 1.4 1.6 γ+ 

DRS DRS DRS DRS IRS DRS IRS DRS IRS IRS RTS type 
14 12 11 9 8 7 6 5 4 3 β−x 
17 16 15 13 12 10 9 6 5 -2 α−y 
0.3 0.8 0.75 1.3 0.7 1.3 0.7 1.3 1.4 - γ− 

DRS DRS DRS IRS DRS IRS DRS IRS IRS نشدنی RTS type 
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 است و نوعی آشفتگی در میانه جدولیعنی افزایشی، ثابت و سپس کاهشی رعایت نشده بازده به مقیاسشود که ترتیب ملاحظه می

شود تا نسبت تغییرات خروجی به تغییرات می است. صحیح بودن خروجی باعثشود که از حقیقی بودن خروجی ناشی شدهمیدیده
شود که از سمت راست به ازا ملاحظه می Fبوده حفظ نشود و تغییر کند. مثلا در نقطه  CRSای که در گذشته مرتبط با ورودی در ناحیه

ودی، با یک واحد کاهش در باشد اما به ازای یک واحد کاهش ورتواند افزایش خروجی داشتهواحد می 2یک واحد افزایش در ورودی تا 
 چپ ثابت است. بازده به مقیاسراست افزایشی و  بازده به مقیاسگیرد. این واحد دارای میقرار PPSخروجی در 

 های کلاسیک مثالی با داده واقعی و مقایسه نتایج حاصله با مدل -4-4

 بازده به مقیاسدا با استفاده از مفهوم کارخانه نساجی کانا 29که به ارزیابی  است [29] همکاران و های مساله از مقاله چاندراداده
ها در زی فعالیت دارند. اطلاعات مربوط به آنررنگ حوزه ریسندگی، بافندگی و 3کارخانه نساجی در  29این  است.پرداخته  DEAدر

 10 ،ه ریسندگیکارخان 6 است.است. شرح بررسی انجام شده در مقاله چاندرا و همکاران و این مقاله در ذیل آمدهآمده 10 جدول
ورودی این  است.شدهنمایش داده D,W,Sبه ترتیب با  ؛رزی در صنعت نساجی کانادا مشارکت دارندکارخانه رنگ 13کارخانه بافندگی و 

خروجی هر واحد،  است.( و سرمایه کارخانه .کارکنان روزمزد ندارد، کارکنان )تعداد کارکنان یک عدد صحیح است ها تعدادکارخانه
این  بازده به مقیاس و یک خروجی حقیقی داریم. (یک ورودی صحیح، یک ورودی حقیقی )ست درنتیجه دو ورودیادرآمد کارخانه 

است دست آورده شده( به 𝜆های کلاسیک ) مجموع ها و خروجی در مقاله با استفاده از مدلها با فرض حقیقی بودن تمام ورودیکارخانه
هایی و پیداکردن مدل ارایه. سپس به (استا حساب کردهزرا برای هر گروه مج بازده به مقیاس، استکارخانه متفاوت  3لکرد )چون عم

با چه  افزایشی بازده به مقیاساست تا مشخص کند برای واحدهای با ثابت پرداخته بازده به مقیاسمجموعه مرجع از بین واحدهایی با 
های پیشنهادی به کاهشی بجای کاهش ورودی با مدل بازده به مقیاسرسد و برای زان مطلوب خروجی میمقدار افزایش ورودی به می

حالت مطلوبی برای کارخانه  ست چرا که کاهش ورودی )مانند اخراج کارکنان(ا دنبال راهی برای عدم کاهش یا کاهش کمتر ورودی
رای طور مجزا مجددا براست و چپ را برای مقایسه به بازده به مقیاساست،  اسبازده به مقی. در این مقاله هدف ما تنها تعیین نوع نیست

مقدار  10جدولاست. ستون سوم تا چهارم  آمده 10جدولنتایج در ،کنیمهای پیشنهادی محاسبه میهر گروه با استفاده از مدل
در مقاله  که بازده به مقیاسل جدید و ستون هفتم نوع با استفاده از مد بازده به مقیاسستون پنجم و ششم نوع است. و خروجی ها ورودی

 بازده به مقیاسنوع ، جز چند مورد ،شوددیده می 10 جدولطور که در همان است.شدهنوشته ،شدهچاندرا و همکاران به آن اشاره

DMU واحد مثلا در  .یکسان نیستهاS01 است و در مدل کلاسیک چپ و راست افزایشی تعیین شده بازده به مقیاس، با مدل جدید نیز
ثابت  بازده به مقیاسکه در حالی استچپ و راست هر دو کاهشی  بازده به مقیاس  S04افزایشی است. اما در واحد  بازده به مقیاسنیز 
بازده به  S03, SO6, D01, D03, D04, D07, D11, D13های کلاسیک واحدهایی مانند بود. با استفاده از مدلشدهآن مشخص  یبرا

کاهشی تعیین شده اما در مدل جدید دارای  D09 بازده به مقیاسچپ کاهشی دارند.  بازده به مقیاسافزایشی دارند اما با این مدل  مقیاس
 . استراست افزایشی  بازده به مقیاس

گذاری نفر و سرمایه 6.432نفر به  12کنان خود را از باید کار D01، کارخانه CCRهای د که با مدلنکنبیان می و همکاران  چاندرا
میلیون دلاری )همان درآمد قبلی( حاصل شود و چون کاهش کارکنان،  10میلیون دلار برساند تا درآمد  2.68میلیون دلار به  5ورودی از 

 30نفر و سرمایه گذاری را به  90نان را به تواند کارکگیرند با مدل پیشنهادی مدیر میمطلوب مدیر نیست، چاندرا  و همکاران نتیجه می
ها به ورودی مطلوب به اذعان خودشان خود میلیون دلار درآمد داشته باشد که چگونگی رساندن این ورودی 14میلیون دلار برساند تا 

ها و سعی ورودی ست و نه صحیح بودن تعدادست! )هدف چاندرا و همکاران تعادل بین کاهش ورودی و افزایش خروجیچالش دیگری
های کارای گروه خود برساند.( البته این موضوع مورد بحث در این مقاله نیست، اما همان DMUرا به  DMUهای هرکند تا ورودیمی

 است. های صحیحکاهش تعداد کارکنان به عددی غیرصحیح در نتایج مدل نشان از اهمیت طراحی و پیشنهاد مدل برای داده
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 مشخص شده با روش پیشنهادی. بازده به مقیاسکارخانه نساجی در کانادا و مقایسه  29ها و خروجی ورودی -10جدول       
Table 10- Inputs and outputs of 29 textile mills in Canada and comparing efficiency to scale specified by the 

proposed method. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . )خروجی حقیقیتک-ورودی صحیحواحدهای تحت ارزیابی )تک pps -1شکل 
Figure 1- PPS of the units under evaluation (single integer-valued input-single real output). 

 

CLASSIC RTS 𝐑𝐓𝐒  ردیف نام کارخانه 1ورودی  2ورودی  خروجی −
 تعداد کارکنان سرمایه درآمد 

IRS IRS IRS 40 40 35 S01 1 

CRS DRS IRS 1000 500 103 S02 2 

IRS IRS DRS 80 20 75 S03 3 

CRS DRS DRS 150 6 200 S04 4 

CRS DRS IRS 175 20 61 S05 5 

IRS IRS DRS 92.35 71 150 S06 6 

CRS CRS DRS 140 40 31 W01 7 

DRS DRS IRS 135 60 72 W02 8 

DRS DRS IRS 180 120 56 W03 9 

DRS CRS DRS 500 150 110 W04 10 

DRS DRS IRS 300 135 165 W05 11 

IRS DRS IRS 100 200 56 W06 12 

IRS DRS IRS 130 80 48 W07 13 

CRS IRS DRS 170 67 15 W08 14 

CRS IRS DRS 5 0.85 4 W09 15 

IRS IRS IRS 2.8 1.2 3 W10 16 

IRS IRS DRS 10 5 12 D01 17 

IRS IRS IRS 6 1 8 D02 18 

IRS IRS DRS 120 45 129 D03 19 

IRS IRS DRS 87.5 60 99 D04 20 

CRS DRS IRS 60 8 52 D05 21 

CRS DRS CRS 140 30 90 D06 22 

IRS IRS DRS 100 80 132 D07 23 

DRS DRS DRS 187.5 45 191 D08 24 

DRS IRS DRS 100 18 92 D09 25 

DRS DRS DRS 175 35 150 D10 26 

IRS IRS DRS 25 30 41 D11 27 

IRS IRS IRS 20 15 15 D12 28 

IRS IRS DRS 30 30 29 D13 29 
 *واحد درآمد و سرمایه میلیون دلار است.
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 خروجی صحیح(.تک –ورودی صحیح واحدهای تحت ارزیابی )تک pps -2شکل 
Figure 2- PPS of the units under evaluation (single integer-valued input-single integer output). 

 گیرینتیجه و بحث -5

مقدار  کیبه تغییر  زانیم نییتع یاست، برا حیصح یهادر داده بازده به مقیاسو مقدار نوع  نییتع یبرا یمدل شنهادیمقاله پ نیا هدف
تغییر  زانیبه همان م زیدارند( ن زین حیصح ریغ یکه ورود ییها)در مدل گرید یشد و سپس واحدها فیمدل مجزا تعر کی حیصح
 دهیسنج دینسبت به آن با بازده به مقیاسنوع  نییتع یبرا DMUکه  یرخ دهد و واحد کسانیبه مقدار  هایدر ورود رییتا مقدار تغکنند می

از  یواحد اصل یهایژگیواحد با همان و کیشود یم دهینسبت به آن سنج DMUکه  یها واحدمدل نیشود. با استفاده از ا نییشود تع
 یریگمیصمت توان دردهد و میرا نشان می بازده به مقیاس یبررس جیقابل اتکابودن نتا جهیو در نت استبودنش  یقیو حق حیلحاظ صح

 .از آن استفاده کرد

 2شکل عنوان مثال در نیست. به ها مطابق انتظارDMU بازده به مقیاس شودیمشاهده م 2شکل  و 1شکل با  سهیهمانطور که از مقا
 MPSS ی)چون رو میچپ را دار بازده به مقیاسانتظار  D,E,F یواحدها یراست و برا بازده به مقیاسانتظار  C,D,E یواحدها یبرا

سبت ن گرید ست،ی( نیقیحق یهامرز تحدب )همانند داده گرید ز،مر کهنی( اما باتوجه به ا.اندقرار گرفتهکلاسیک  PPSی با فرض فرض
رابطه دیگر  و شوددیده می بازده به مقیاسهای دیگری نیز در تعیین نوع . تفاوتدهدیمنظم رخ نم یالگو کینسبت طبق  رییتغ ایثابت 

 کند.تعیین کرد، صدق نمی DMUsرای واحد ب بازده به مقیاسراست یا چپ بتوان یک  بازده به مقیاسکه در آن با توجه به نوع  (6)

 هاDMU یبرا بازده به مقیاسشده همان روال معمول در  یبررس یهادر حالت بازده به مقیاس ،شد یمقاله بررس نیچه در اتوجه به آن با
 گریدهای راست همچنین روش مقیاسبازده به چپ و  بازده به مقیاسبین کردن ارتباط  دایپ رسدیم رنظدارد بهن را یقیحق یهابا داده

ای ههمچنین بررسی شاخص همراه داشته است.به یجالب جیبا نتا یو پژوهش قیتحق یقیحق یهادر داده بازده به مقیاس یبررس یهاراه
 با این تعریف احتمالا نتایج متفاوتی را حاصل کند.  بازده به مقیاسبه جز  DEAدیگر در 

 منابع مالی

 .است ی دریافت نشدهاانجام شده، بودجه یا کمک هزینهبرای تحقیق  
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 تعارض با منافع

شده را  دارند که هیچ تضادی در منافع در مورد انتشار این نسخه وجود ندارد، همه نویسندگان، نسخه نهایی ارسالم میلانویسندگان اع
 .باشدیمچاپ نشده و در حال حاضر تحت انتشار ن لاها بوده، قبآن کنند که مقاله، اثر اصلیمیاند. نویسندگان تضمین یید کردهاشاهده و تم

 قدردانی و تشکر

 .دشویاز انجمن ایرانی تحلیل پوششی داده ها به دلیل حمایت علمی از این پژوهش قدردانی م
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